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Викладений алгоритм вирішення задач 
стійкості плоскої форми згину елементів 
спеціальних вантажопідйомних механізмів 
у вигляді кругових арок з перерізами, що 
мають дві вісі симетрії. Проінтегрована 
система диференціальних рівнянь стій­
кості елементів у вигляді кругових арок. 
Побудовані варіанти систем фундамен­
тальних функцій диференціальних рівнянь 
стійкості арок з постійними коефіцієнта­
ми. Задачі стійкості запропоновано вирі­
шувати МГЕ
Ключові слова: стійкість, система дифе­
ренціальних рівнянь зі змінними коефіцієн­
тами, фундаментальні функції, МГЕ
Изложен алгоритм решения краевых 
задач устойчивости плоской формы изги­
ба элементов специальных грузоподъемных 
механизмов в виде круговых арок с сечения­
ми, имеющими две оси симметрии. Проин­
тегрирована система дифференциальных 
уравнений устойчивости элементов в виде 
круговых арок. Построены варианты сис­
тем фундаментальных функций диффе­
ренциальных уравнений устойчивости арок 
с постоянными коэффициентами. Задачи 
устойчивости предложено решать МГЭ
Ключевые слова: устойчивость, система 
дифференциальных уравнений с перемен­





Стрелы специальных грузоподъемных машин имеют 
форму круговых арок. Применение круговых арок обу-
словлено преимуществами по сравнению с прямолиней-
ными стержнями по прочности и жесткости. В этой связи 
арочные элементы крановых конструкций весьма часто 
имеют большое отношение осевых моментов инерции по-
перечных сечений. При этом конструкция удовлетворяет 
требованиям прочности и жесткости, но одновременно 
возникает опасность потери устойчивости плоской фор-
мы изгиба. После потери устойчивости стержень испы-
тывает два изгиба и кручение. Большие перемещения 
сечений часто приводят к различным авариям.
Предотвратить явления потери устойчивости можно 
расчетным путем. Однако для этого необходимы соот-
ветствующие, достаточно точные и надежные матема-
тические модели процессов потери устойчивости. В на-
стоящее время теоретические разработки устойчивости 
плоской формы изгиба круговых арок находятся в за-
чаточном состоянии и не позволяют решать в нужном 
объеме важные практические задачи. В этой связи про-
блема создания расчетных моделей задач устойчивости 
круговых арок является актуальной и необходимой для 
практики [1–7].
2. анализ литературных данных и постановка задачи
Проблема устойчивости плоской формы изгиба прямо-
линейных балок с сечениями в виде узкой полосы была 

















щена теория пространственной устойчивости плоских 
и пространственных стержней и стержневых систем [1].
Довольно долго воспользоваться построенной теори-
ей не удавалось, поскольку соответствующие дифферен-
циальные уравнения имели переменные коэффициенты и 
интегрирование наталкивалось на серьезные математиче-
ские трудности [2]. Известны решения различных задач 
расчета кривых стержней в виде круговых арок с учетом 
только деформации изгиба [3]. 
Данная проблема нашла свое эффективное разрешение 
лишь с появлением численно-аналитического варианта ме-
тода граничных элементов (МГЭ). Данный метод позволяет 
математически строго и точно решать краевые задачи для 
линейных однородных и неоднородных дифференциаль-
ных уравнений с переменными коэффициентами [4, 5].
Если для прямолинейных стержней накоплены раз-
личные решения дифференциальных уравнений устой-
чивости, то для круговых арок отсутствуют фундамен-
тальные функции-решения задач Коши устойчивости 
плоской формы изгиба. Решение задач устойчивости пло-
ской формы изгиба круговых арок может быть выполне-
но с помощью профессиональных пакетов метода конеч-
ных элементов (МКЭ) Ansys, Solid Works, Abaqus и др. 
В данный момент времени МКЭ является наиболее рас-
пространенным численным методом имеет сравнительно 
простую логику алгоритма и большое число арифмети-
ческих операций [6]. Однако отсутствие точной матрицы 
жесткости задач устойчивости плоской формы изгиба 
конструктивных элементов в виде круговых арок не по-
зволяет получать точные и достоверные результаты при 
сколь угодно большой дискретизации конструкции. В луч-
шую сторону отличается применение алгоритма МГЭ [7]. 
Здесь используется точная система дифференциальных 
уравнений задачи, математически строгая процедура по-
строения ее решения и весьма простой по логике процесс 
формирования разрешающей системы линейных алгеб-
раических уравнений краевой задачи устойчивости [8]. 
Кроме того, как показано в работе [9], МГЭ позволяет 
получать точные значения параметров задачи (усилий, 
перемещений, напряжений, частот собственных колеба-
ний [10, 11], критических сил потери устойчивости) как 
на границе, так и внутри области. При этом МГЭ обла-
дает наиболее простой логикой алгоритма среди других 
численных методов, хорошей сходимостью решения, вы-
сокой устойчивостью арифметических операций и весьма 
незначительным накоплением погрешностей округления 
при численных операциях [12]. При этом метод обладает 
простотой логики алгоритма [10–12], хорошей сходи-
мостью минимальной погрешностью результатов реше-
ния и высокой устойчивостью.
В этой связи, анализ литературы логически приводит к 
следующей ниже формулировке цели и задач исследований. 
3. Цели и задачи исследования
Целью данной работы является построение системы 
фундаментальных ортонормированных функций для за-
дач устойчивости плоской формы изгиба круговых арок 
с сечениями с двумя и более осями симметрии.
Для достижения цели были поставлены следующие 
задачи:
– упростить общие дифференциальные уравнения ус-
тойчивости круговых арок с учетом симметрии их сечений;
– получить разрешающее обыкновенное дифферен-
циальное уравнение рассматриваемых задач;
– построить системы фундаментальных ортонорми-
рованных функций дифференциального уравнения для 
двух самых важных случаев корней характеристического 
уравнения;
– представить практические рекомендации по при-
менению полученных расчетных соотношений краевых 
задач устойчивости арок.
4. разработка математического обеспечения
Система уравнений устойчивости плоской формы из-
гиба кругового стержня, после учета симметрии сечения, 
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где EIy – жесткость сечения при изгибе в горизонтальной 
плоскости xOz; w(α) – изгибное перемещение оси стерж-
ня вдоль оси Oz (рис. 1); EIw – секториальная жесткость 
сечения при стесненном кручении; R – радиус оси круго-
вого стержня; q(α) – угол закручивания сечения вокруг 
оси Oх; MZ(α) – изгибающий момент в сечении, вызван-
ный заданной поперечной нагрузкой; GId – жесткость 





Видно, что система (1) имеет переменные коэффи-
циенты в виде изгибающего момента MZ(α). Учитывая, 
что это в общем случае некоторый набор простых функ-
ций, то становится очевидными сложности, с которыми 
придется столкнутся при интегрировании этой системы.
Задачу можно существенно упростить, если восполь-
зоваться численно-аналитическим вариантом МГЭ [2–5]. 
В этом методе нужно иметь решение задачи Коши для 
уравнений (1), но с постоянными коэффициентами. Из-
ложим процедуру интегрирования упрощенной системы 
уравнений. Начальные параметры стесненного кручения 
и изгиба в горизонтальной плоскости имеют вид:
GIdq 0( )  – угол закручивания, кНм2;
GId






























ϖ q0 02( ) = − ( ) – изгибно-крутящий момент, кНм;
EI wy 0( ) – перемещение сечения в направлении оси Oz, 
кНм3;
EI w EIy y′ ( ) = ( )0 0φ  – угол поворота сечения, кНм2;
EI w My y′′ ( ) = − ( )0 0  – изгибающий момент в горизон-
тальной плоскости, кНм;
EI w Qy z′′′ ( ) = − ( )0 0  – поперечная сила в горизонталь-
ной плоскости, кН.
Данные начальные параметры и систему равнений (1) 
образуют задачу Коши устойчивости плоскости формы 
изгиба кругового стержня. Для формирования фунда-
ментальных решений задачи Коши выполним ряд преоб-
разований.
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Два раза интегрируя это выражение, получим связь 
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 ′ + ( ) − ′( )( )0 0 0wq q .  (4)
Если подставить w″(α) из (2) в первое уравнение си-
стемы (1), то получим разрешающее дифференциальное 
уравнение устойчивости плоской формы изгиба круго-
вого стержня:
− + + =( ) ( ) ( )z z z
VI IV II







































3 = − .  (6)
Уравнение (5) классифицируется как линейное од-
нородное дифференциальное уравнение с постоянными 
коэффициентами шестого порядка. Его решение мож-
но получить по стандартной схеме. Характеристическое 
уравнение для (5) имеет вид:
−( ) + + =z t z t z t1 6 2 4 1 2 0.  (7)
Корни его имеют разнообразные виды. Рассмотрим 
два наиболее важных сочетания корней.
Первый случай.
t1 2 0, =
– действительные кратные;
t












– два действительных корня;
t i










– два мнимых корня.
Общее решение уравнения (5) запишется в виде:
q α α α
α α α
( ) = + ⋅ + +
+ + ⋅ +
C C C a




sh cos sin ,  (9)
где
a






















Дифференцируя пять раз выражение (9), учитывая 
соотношения между начальными параметрами и выра-
жение (3), можно составить систему линейных алгебраи-


















































































где элементы матрицы коэффициентов уравнения (11) 
имеют вид:
A








































































Константы интегрирования после решения системы 
уравнений (11) запишутся в виде:
C
a b






















































































































































































































( ) ( )w 
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 ;  (13)
где обозначено:
x


























w .  (14)
Константы C1–C6 подставляются в выражение для 
угла закручивания q(α) (9) и далее можно сформировать 
четыре параметра изгиба (с помощью выражения (3)) 
и четыре параметра стесненного кручения относительно 
соответствующих начальных параметров. Эти выражения 
после нормирования фундаментальных функций удобно 
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Из данного выражения следует, что при решении 
задач устойчивости круговых арок МГЭ необходимо 
решить всего лишь восемь уравнений, с погрешностью 
меньше 1 % [11]. По МКЭ, как показывает опыт [12], по-
требуется составить тысячу уравнений, с погрешностью 
5 % и более. 
Фундаментальные ортонормированные функции урав-
нения (15) принимают вид: 
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A A28 17= ;  A A38 27= ;  A A48 37= ;
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A A84 73= ;  A
x a sha x b b












;  A A88 77= .  (16)
Выражение (15) представляет собой разрешающее 
уравнение МГЭ для решения краевых задач устойчивос-
ти плоской формы изгиба конструкций в виде отдельных 
арок, колец, кольцевых систем и комбинированных ароч-
ных систем.
Второй случай.
Корни действительные кратные и мнимые:
r s4 4 0+ > ;  s4 0< ;  r 4 0< .
b r r s1
2 4 4
= − − + ;
b r r s2
2 4 4
















































 .  (17)
Общее решение уравнения (5) примет вид:
q α α α
α α α
( ) = + + ⋅ +
+ + +
C C C b
C b C b C b
1 2 3 1
4 1 5 2 6 2
cos
sin cos sin .  (18)
Константы интегрирования, выраженные через на-
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x b x3 1 1= ;  x b x4 2 2= ⋅ .  (19)
Фундаментальные ортонормированные функции урав-
нения (15) после всех преобразований запишутся в виде:
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Данные фундаментальные функции, как и выраже-
ния (16), служат исходной математической моделью за-
дач устойчивости круговых арок.
5. Обсуждение предлагаемого подхода решения  
задач устойчивости
5. 1. Случай MZ = const
Данный случай для круговых арок является весьма 
редким и возможен только при шарнирном опирании 
опор и их нагружении сосредоточенными равными из-
гибающими моментами. В таком случае уравнение (15) 
можно использовать непосредственно для всей конструк-
ции по алгоритму МГЭ [2–6].
5. 2. Случай, когда MZ есть некоторая функция уг­
ловой координаты α
Для арочных конструкций это наиболее распростра-
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выражение функции MZ(α). Наиболее просто эту функ-
цию можно построить также по алгоритму МГЭ [5, 6], где 
с исчерпывающей полнотой описана процедура вычисле-
ния функции MZ(α) от существующих нагрузок. Далее 
арку разбивают на n частей [7–9]. В каждой части вычис-
ляют по известному выражению значения изгибающего 
момента MZ так, чтобы площадь ступенчатой фигуры MZ 
была равна площади действительной эпюры MZ. Если 
это условие соблюдается, то при n ≥ 30 получаются прак-
тически точные результаты критических нагрузок Mкр, 
Fкр, qкр [10–12].
Следует отметить, что проведенные исследования 
сняли проблемы математического моделирования весьма 
сложных задач устойчивости конструктивных элементов 
грузоподъемных машин. 
6. Выводы
1. При решении задач устойчивости плоской формы 
изгиба арок МКЭ потребуется решить около 1000 линей-
ных алгебраических уравнений. Погрешность получен-
ного решения будет около 5 %. Для решения задач устой-
чивости арок МГЭ потребуется решить всего восемь 
уравнений и погрешность результатов будет меньше 1 %. 
2. Представлена упрощенная система дифференциаль-
ных уравнений задач устойчивости плоской формы из-
гиба стержней в виде круговых арок с переменными 
коэффициентами. В качестве неизвестных выступают 
горизонтальные перемещения и углы закручивания оси 
круговых арок. 
3. Составлено обыкновенное дифференциальное урав-
нение шестого порядка с постоянными коэффициентами 
для рассматриваемых задач устойчивости и использова-
ния технологии МГЭ. Полученное уравнение позволяет 
построить по известной теории точное аналитическое 
решение задач устойчивости круговых арок.
4. Сформировано матричное уравнение краевых за-
дач устойчивости плоской формы изгиба круговых арок 
МГЭ. Наличие этого уравнения позволяет существенно 
упростить логику решения задач устойчивости и полу-
чать точные значения критических нагрузок. 
Анализ представленного материала показывает, что 
возможно в рамках алгоритма численно-аналитическо-
го варианта МГЭ построение разрешающего уравнения 
задач устойчивости плоской формы изгиба круговых 
стержней. Данное уравнение может быть применено к ре-
шению весьма сложных задач устойчивости разнообраз-
ных конструкций содержащих стержни, очерченные по 
дуге окружности.
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